CADERNO DE
RESOLUCOES

LELITE

CURITIBA

MATEMATICA

CONCURSO ITA 2009

11/DEZ/2008

O ELITE CURITIBA aprova mais porque tem qualidade, seriedade
e profissionalismo como lemas. Confira nossos resultados e
comprove porque temos mais a oferecer.

ITA
Por 4 anos consecutivos a maior
aprovacao do Parana
2008: 3 dos 4 aprovados do Parana
2007: Os 2 unicos aprovados do PR
2006: Os 3 unicos aprovados

de Curitiba
2005: 2 dos 3 aprovados do Parana

IME
2009: Do SUL inteiro foram 8 aprovados,
todos de Curitiba, e 6 sdo ELITE !!!
10 aprovados (3 primeiros da Ativa, 5°
da Ativa e 6 entre os 10 1°s da
Reserva)

11 dos 16 aprovados do Parana,
incluindo os 4 melhores da ativa e os
4 melhores da reserva

Os 4 Unicos aprovados do Parana

7 aprovados e os 3 Unicos
convocados do Parana

EXERCITO BRASILEIRO

2008:

2007:

2006:
2005:

'um Fornfi¢®

ESPCEX
2008: 9 aprovados
GUILHERME PAPATOLO
CONCEICAO
1° do Parana e 9° do Brasil
BRUNO TRENTINI LOPES RIBEIRO
2° do Parana e 32° do Brasil
2007: 9 alunos convocados no Parana
2006: 9 alunos convocados no Parana (turma % 3
de 20 alunos) S
2005: 100% de aprovagao!

AFA

2009: 15 aprovados entre os 20 do Parana
(incluindo os 3 primeiros lugares)
Leonardo Augusto Seki: 2° lugar nacional e
1° do Parana

2008: 13 aprovados
1°s lugares do Parana em
todas as opgdes de carreira

2007: 10 dos 14 convocados do Parana

2006: 11 dos 18 convocados do PR, incluindo:

1° Lugar do Parana (6° do Brasil) em Aviagao

1° Lugar do Parana (9° do Brasil) em

Intendéncia

A(nDEHIA
CORCA AEREL

EPCAr

2007: 3 dos 4 convocados do Parana
2006: 2 convocados

2005: 1° lugar do Parana

BARBACENA

EEAR
2008: 4 aprovacgoes

(2°s lugares dos grupos 1 e 2)
2006: 2 convocados

Escola Naval

2008: 9 aprovados

2007: 70% de aprovagéo na 12 fase
2005: 100% de aprovagao!

UFPR

2008: 9 aprovados

2007: 70% de aprovacgéo na 12 fase

2006: 1° Lugar em Eng. Mecanica
2° Lugar em Eng. Eletronica

2005: 1°Lugar Direito (matutino)
1°Lugar Relag¢des Publicas

UFPR

UNIVERSIDADE FEDERAL DO P

UFTPR
Inverno 2008:
1°, 2° e 4° lugares em Eng. Ind. Mecanica
1° e 2° lugares em Eng. Eletrénica /
Eletrotécnica
1° lugar em Eng. de Computagéo
Verao 2008: 13 aprovados
2007: 11 aprovados em varios cursos
2006: 1° Lugar em Eng. Mecanica
2° Lugar em Eng. Eletrénica
2005: 85% de aprovacédo em
Engenharia, com 5 dos 8 1°s
colocados de Eng. Mecénica.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

So6 no ELITE vocé encontra:
Simulados semanais/quinzenais;
A maior carga horaria.
Os melhores professores!

Inicio das inscricbes para o exame de
bolsas:

4 /1/ 2009

Realizacao do exame de bolsas:
5/2/2009

E ELITE

CURITIBA

- 3013-5400

www.ELITECURITIBA.com.br
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MATEMATICA
B

e

m Sejam A

subconjuntos do conjunto universo
U={abcdefgh}. Sabendo que (B°E A ={f.q.h},

B CA={ab} e A°\B={d,e}, entdo, n(P(AC B)) éigual a
A()O B( )1 C()2 D( )4 E()8

SOLUGAO DA QUESTAO 01: Alternativa C

De acordo com o enunciado podemos montar o seguinte
diagrama de Euler-Venn:

A

B

e U
De onde concluimos que AC B ={c}, n(A C B) =1e

n(P(AC B))=2'=[2

m Uma empresa possui 1000 carros, sendo uma parte com motor
a gasolina e o restante com motor “flex” (que funciona com alcool
e gasolina). Numa determinada época, neste conjunto de 1000
carros, 36% dos carros com motor a gasolina e 36% dos carros
com motor “flex” sofrem conversdo para também funcionar com
gas GNV. Sabendo-se que, apds esta conversao, 556 dos 1000
carros desta empresa sdo bicombustiveis, pode-se afirmar que o
numero de carros tricombustiveis é igual a

a) 246 b) 252 c) 260 d) 268 e) 284

SOLUGCAO DA QUESTAO 02: Alternativa B

Denominando:

G : numero de carros originalmente com motor a gasolina

F : numero de carros originalmente com motor “flex”
Como 36% dos carros com motor a gasolina passaram a
funcionar com gas GNV, temos:
0,36 xG sdo os carros a gasolina e a GNV (bicombustiveis)
0,64 xG sdo os carros que continuaram apenas a gasolina
Como 36% dos carros com motor “flex” passaram a funcionar
também com gas GNV, temos:
0,36 sao os carros a alcool,
(tricombustiveis)
0,64 xF sao os carros que continuaram a funcionar apenas a
alcool e a gasolina (bicombustiveis).
Sabendo que 556 carros sdo bicombustiveis e que no total temos
1000 carros, podemos formar o seguinte sistema:
=0,36>G+0,64><F =556 b =0,36>G+0,64><F -556ID 0.28 XF =196
1 G+F=1000 10,36>G +0,36x =360
Portanto F =700 e G =300
Desta forma, o namero de carros tricombustiveis (alcool,

gasolina e GNV) é 0,36 xF =0,36 X700 =

gasolina e a GNV

Seja f:IR® IR\{0O} uma funcdo satisfazendo as
condigdes: f(x+Yy)=f(x)f(y), para todo X,yI IR e
f(X)! 1, paratodo X1 IR\{C}.
Das afirmacdes:

f pode ser impar.

f(0)=1.

Iv. f nao é sobrejetiva, pois
f(X) >0 para todo X1 IR.

f ¢éinjetiva.

é (sado) falsa(s) apenas
A()lell.
cC()lelV.

B()Illell.

D()IV. EC)I

SOLUGAO DA QUESTAO 03: Alternativa E

Contra-dominio = IR\{C0}

Logo f(X)1 0, " xT IR.
A afirmacéo Il ¢ VERDADEIRA, pois:
Substituindo Y =0 na fungao:
f(x+0)=f(X)xf(0) ecomo f(X) O P
A afirmagao | € FALSA, pois:

Substituindo Y =- X esendo f(X)* O e f(0)=1
P f(x-x)=f(X)xf(-x)

P f(O=f(x)>f(-x)=1 (1

Se f for fungao impar, entao f (- X) =- f(X)

Em (1) P f?(X) =- 1 ABSURDO pois,

f ()T IR\{Q} e f?(X) & positivo sempre.

Logo f nao é fungéo impar.

A afirmacéao IV é VERDADEIRA, pois:

X X O X O a0

Para X = y——ID f8 +— —f82 f‘ézg

xI IRP f(x)>0"x] IR (2)

f(0) =

b f(x)—fzae(o"
Logo f nao é sobrejetiva, pois Im=IR, \{O} ! Contra-

Dominio
A afirmacgao Il ¢ VERDADEIRA, pois:

Tomando X, € X, numeros reais do dominio, e X, > X, entdo

X,=%+K,com K>0e KT IR.

Logor () = £ (%, +K) = £ (%) xF (K)
De (2) f(K)>0edadoque f(K)11

P f(x,)* f(X) paraquaisquer X, € X,, X, 1 X,.
Logo f ¢ injetiva.
Obs.: Como se trata de uma questdo objetiva, o aluno pode

ganhar algum tempo (se isso for necessario) imaginando um
exemplo de fungdo que satisfaga as condigbes dadas, como

f(X) =a*, para @ positivo e diferente de 1, e responder as
afirmagdes (V ou F) tomando como base o exemplo imaginado.

N&o é algo rigorosamente correto, mas funciona.

ﬂ Se a = cosg eb = seng, entdo, o numero complexo
& 5

gcosB+isenB+ éigual a:

e S5 5g

a)a+bi b) —a + bi

c) (1+2a2b22+ab(1+b2) d) a-bi

e) 1—4a’b” + 2ab(1 —b?)i

SOLUCAO DA QUESTAO 04: Alternativa B

Utilizando Moivre temos:

%OS—+IS€ﬂp 0
5 59

4p 4p

CosS— +isen— =
5 5

- a+bi

S4p S4p _

5
co - 2 0vicefl - 29
5@

= CcOS—— +isen——
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0B O polinémio de grau 4

(@a+2b+c)x* +(@a+b+c)x® - (a- b)x?> +(2a- b+c)x +2(a+c)
com a,b,c1 IR, é uma funcdo par. Entdo, a soma dos médulos de
suas raizes é igual a

A()3+43  B()2+3J3 C()2+42
D( )1+2¥2 E( )2+2V2

SOLUGCAO DA QUESTAO 05: Alternativa E

Sendo o polinbmio uma fungdo par, entdo os coeficientes de
seus mondmios de grau impar devem ser nulos, ou seja:

iat+tb+c=0
%Za -b+c=0
Desta forma podemos reescrever os outros coeficientes do
polindmio como:
a+2b+c=(a+b+c)+b=0+b=b
a-b=a-2b+b=(2a-b+c)-(a+b+c)+b=0-0+b=>b
2(a+c)=2@+b+c- b)=2(0- b)=-2b
Desta forma o polinémio é reescrito como:

bx* - bx? - 2b
Como o polinbmio é de grau 4 (segundo o enunciado), entdo

b1 0 e as raizes dos polinbmio sdo as mesmas raizes de

x*- x2-2, que sado (por Pitagoras na equagado biquadrada)

+i e t\/E,Iogo

|+ - i|+|\/§|+|- \/§|:1+1+\/§+\/_= 2+242|

m Considere as fungdes f (x) = x* +2x°-2x -1 e g (x) = X -2x +1.

A multiplicidade das raizes nao reais da fungdo composta fog &
igual a

a) 1 b) 2 c)3 d)4 e)5

SOLUCAO DA QUESTAO 06: Alternativa C

Fatorando f(x), temos
f(x) x* +2x -2x-1=
X' =1+ 2x —-2x=
¢ - 1)(x +1)+2x(¢ = 1) =
(= 1)(x° + 2x + 1)=
(x=1)(x+ 1)gx+ 1)?=
(x="1)(x+1)
Assim, fog(x)=f(g(x))=(x* — 2x)(x* — 2x + 2)°.
Logo, as ralzes de fog(x) sdo as raizes de:
(0 = 2x)(x° — 2x +2)*=0
Sendo as raizes de (x — 2x) de multiplicidade 1 e as raizes de
(x® = 2x + 2) de multiplicidade 3. Mas:
x*—2x=0P x=0 ou x=2 (raizes reais)
X2 —2x+2=0P x= 1+ (raizes ndo reais)

Portanto, a multiplicidade das raizes nao reais é 3.

Suponha que os coeficientes reais A e b equacgao
x* +ax® +bx?+ax+1=0 szo tais que a equagdo admite

solugdo ndoreal I' com |I’| 11. Das seguintes afirmacgoes:

. A equacgado admite quatro raizes distintas, sendo todas
nao reais.

Il. As raizes podem ser duplas.

M. Das quatro raizes, duas podem ser reais.

é (sao) verdadeira (s)

A ( ) apenas |. B ( ) apenas Il
C( )apenaslll. D( )apenas Il elll.

E ( ) nenhuma.

SOLUCAO DA QUESTAO 07: Alternativa A

A equagdo polinomial dada é reciproca, devido a ordem dos
coeficientes.
A equacao reciproca tem como propriedade:

Se z é raiz, entdo o inverso — também sera raiz e de mesma
V4

multiplicidade. (1)

Como a e b sdo reais, entdo todos os coeficientes sdo reais,

portanto pelo teorema das raizes imaginarias: Se z € raiz, entdo

o seu conjugado Z também sera raiz.  (2)
De (1) e (2), e sabendo que I' ndo é real e é raiz:

—, = e I também sao raizes, também néo reais.
r r

- 1 -, 1 =
ror=rt1 (dadofr|t1) P rt= e r? T rtr,
r
entdo todas as quatro raizes sao distintas e ndo reais.
Logo, podemos concluir que:
I. Verdadeira Il. Falsa e lll. Falsa

m Se as solugdes da equacao algébrica 2x° - ax’* +bx+54=0,
com coeficientes a,bl IR, b 0, formam, numa determinada

~ e . a ..
ordem, uma progressao geométrica, entdo, = é igual a:

a3 b-1 ol a1 o3
3 3

SOLUGAO DA QUESTAO 08: Alternativa B

Sem perda de generalidade, podemos dizer que (Xl, X5, X3) é,

nesta ordem, a PG das solugdes da equagdo dada.
Pelas relagdes de Girard, temos:

X XX, XX, = -54/2=-27

P X} =-27 () pois X5 = X XX;. Assim:

2x3 - ax? +bx, +54=0 P 2(-27)- axZ +bx, +54=0

P ax’=bx, P x,=b/a (i), pois X, 0O

De (i) concluimos que X, é um niumero real (& e b sao reais),

0 que nos leva a concluir de (i) que X, = - 3 e assim

b/a=-3 b |a/b=-1/3

m Dados AT My ,(IR) e bl My,(IR), dizemos que

X, 1 M, ,(IR) é a melhor aproximagdo quadratica do sistema

AX =b quando \/(AXO- b)(AX, - b) assume o menor valor
possivel. Entdo, dado o sistema

&1 0u, U ély
é uexu G
€0 1ug 4= =g,
g1 of &

a sua melhor aproximagao quadratica é

a) §14 by & o) §2U
& 10 &t €04
élu €0u

d) & e)
iy &
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SOLUGAO DA QUESTAO 09: Alternativa E SOLUGAO DA QUESTAO 11: Alternativa A
O sistema dado representa AX =b para A= geO1 (1)9 X 20 e AL ‘ 2(| R) ® malriz smétrica b P~ % (1)
= = g -+, = I —_ —_ —_
81 Or+a g}’ﬂ trA_a11+a22_5a11 P a22_4311 (2)

0 T
b=cl+. Assim, AX-b=cy-1=e

&5 Ex-15

JAX - b)Y (AX - b) =4/(- x- D)2 + (y- )% +(x- 1)?

\/Z(X2 +1) + (y - 1)* o que assume valor minimo para

)} O sistema
iax+bhy=¢ a
i ) ) ) ) ) ’CI IR
%a2x+b2y:cz a,a,,0,b,,¢,¢,

Com (c,c,)! (0,0), ac, +a,c, =bc,+b,c,=0, €

a) determinado.

b) determinado somente quando c1t 0 e c2? 0.

c) determinado somente quandoc1t 0ec,=0ouci=0ecy? 0.
d) impossivel.

e) indeterminado.

SOLUGCAO DA QUESTAO 10: Alternativa D

Multiplicando a primeira equacao do sistema por c1 e a segunda
equacao por ¢y, temos:

i ac x+be,xy = ¢’

i

TaZCZ X+ bZCZ Xy = CZZ
Somando ambas as equagdes membro a membro, temos:

(a1C1 + aZCZ) X+ (b1C1 + bZCZ) Xy = C12 + C22
Equagéao esta que, por ser uma combinagéo linear das demais,
também deve ser satisfeita para as solugdes do problema.
Mas, de acordo com o enunciado, temos:
a;c, +a,c, =b,c, +b,c, =0

Isso nos leva a 0x+0y =¢2+c,> b ¢?+c,2=0.Como C| IR e

C,| IR, temos ¢, =¢, =0, o que é impossivel de acordo com

a condigéo (c,,c,)? (0,0).

m seja Al M, ,(IR) uma matriz simétrica e ndo nula, cujos
elementos sé&o tais que a;;,d;, € &, formam, nesta ordem, uma
progressdo geométrica de razdo (1 1 e trA=5a,,. Sabendo-
se que o sistema AX =X
XT M, (IR), pode-se afirmar que &2 +Q° ¢ igual a
101
>
121
>

admite solugdo nao nula

A()

Como (aﬂ, a,, a22) estdo em P.G,, entdo

a,=a,q" %%® da,=a,q" P
Temos que AX =X U (A- I)X =0

Como o sistema admite solugdo ndo nula e este sistema é
homogéneo, entdo ele é possivel e indeterminado

2 _

q =4

b det(A-1)=0
. 1
Usando (1) e | :é Ogb = %2 ]‘:0
80 (%] a, Ay -
U 8y XAy, - 8y - Ay t1- a122 =0..9)
DaP.G.: &, =a,>a,,,0queem (3)
b a,ta,=1 Ya94® a, +4a, =1b auzé
1 101
bla2+g’=—+4="C=
2T 7% 25

ﬂ Uma amostra de estrangeiros, em que 18% s&o proficientes
em inglés, realizou um exame para classificar a sua proficiéncia
nesta lingua. Dos estrangeiros que sdo proficientes em inglés,
75% foram classificados como proficientes. Entre os néo
proficientes em inglés, 7% foram classificados como proficientes.
Um estrangeiro desta amostra, escolhido ao acaso, foi classificado
como proficiente em inglés. A probabilidade deste estrangeiro ser
efetivamente proficiente nesta lingua é de aproximadamente

a) 73%. b) 70%. c) 68%.

d) 65%. e) 64%.

SOLUCAO DA QUESTAO 12: Alternativa B

Sejam P e C os eventos “ser proficiente” e “ser classificado

como proficiente”, respectivamente. Sendo P a fungao
probabilidade deste problema, temos do enunciado:

P(p) =018, P(c| p) =0,75 ¢ P(c| p) = 0,07.
A probabilidade pedida ¢ P(p|cC).
Pelo Teorema de Bayes:
P(p|c)=PPClp) P(p)>P(clp)
P(c) P(p)*P(c| p) + P(p)xP(c| p)
0,18°0,75 _ 0135 » 070166
018>0,75+0,82>0,07 01924

P(plc) =

tB Considere o triangulo ABC de lados a=BC, b=AC e c=AB

e angulos internos a =CAB, b=ABC e g =BCA . Sabendo-se
que a equagao x? — 2bxcosa + b® — a® = 0 admite ¢ como raiz
dupla, pode-se afirmar que .

a) a =90°

b) b =60°

c) g =90°

d) O triangulo é retangulo apenas se a =45°
e) O triangulo é retangulo e b é hipotenusa.
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SOLUGAO DA QUESTAO 13: Alternativa E B Do triangulo de vértices A, B e C, inscrito em uma

7 I
s circunferéncia de raio R = 2 cm, sabe-se que o lado BC mede 2
¢ a cm e o angulo intemo ABC mede 30°. Entdo o raio da
circunferéncia inscrita neste triangulo tem o comprimento, em cm,

. ) igual a
A b C

Se substituirmos o valor ¢ na equagdo dada obteremos a Lei
dos Cossenos aplicada ao angulo a .

Mas além de ser raiz, ¢ é raiz dupla, ou seja, a equagdo possui
discriminante nulo (D=0), e ai estda a real informagdo do
enunciado:
(2bcosa )? - 4><1x(b2 -

2 = p%sen’a
Como a, b e sena séo todos positivos, temos:

az):O b b?cos’a-b?+a’=0 b

a .
sena == (i
b (i)

Por (i) o aluno ja se convence de que o triangulo é retadngulo em
b, pois a seria o "cateto oposto" e b a hipotenusa. Para
confirmar basta usar, por exemplo, a Lei dos Senos:

a b bsena j
b b =258 3/9)® [senb =1]

sena senb

m No plano, considere S o lugar geométrico dos pontos cuja
soma dos quadrados de suas distancias areta t: x = 1 e ao ponto
A =(3,2)éigual a 4. Entdo, S é

a) uma circunferéncia de raio /2 e centro (2,1).
b) uma circunferéncia de raio 1 e centro (1,2).

c) uma hipérbole.

d) uma elipse de eixos de comprimento 2+/2 e 2.
€) uma elipse de eixos de comprimento 2 e 1.

SOLUGAO DA QUESTAO 14: Alternativa D

Seja P(x,y) um ponto que pertence ao lugar geométrico S. Temos:
(det )2 + (dPA)2 =4

Mas (dF,v,)2 =(x-1)° e (dn) =(x-3)

geométrico S é dado por:

(x- 1)2+((x- 3)°- (y- 2)2)=4

+(y-2)*, logo, o lugar

X2- 2x+1+x2- 6x+9+y2- 4y +4-4=0
2x%- 8x+y?- 4y +10=0
2.(x-2)"+(y-2) =2 (dividindo por 2)
2
(X- 2)2+(y- 22) =1
(+2)

Esta equacdo é a equagao reduzida de uma elipse com centro
C(2,2), eixo maior igual a 24/2 e eixo menor igual a 2. Veja um

esbogo do grafico: R
y

L o

J2
C()—.

B
() 2

()2-+/3.
1

()2@-3.5()5

Wl

SOLUGAO DA QUESTAO 15: Alternativa D

Aplicando o teorema dos senos:

Al AB _ BC _ AC _
4 A _
A% b AC=2RsnB
| |0 AC=22sn30°
U |AC =2cm

Como BC = 2cm, entdo o DABC é isosceles, e C =120°

3

De (1) vem: AB=2RsenC U AB= 2.2.7
0 AB=2/3

Usando a area do DABC :

%xACxBstené: px

O
o 1,,¥3_®@+2+2J30
§ 2

2 2

b V3=(2+43)r U |r=2/3-3

A A distancia entre o vértice e o foco da parabola de equagio 2x°
-4x -4y + 3 =0 ¢éigual a:

5

1
— e) —
4 2

SOLucAo DA QUESTAO 16: Alternativa E

2x° —4x 4y +3=0
2 (x° —2x+1) 4y-3+2
2(x-1°=4y-1

1
=4(y-—)

2 (x-1)?
(x-1) 4

oAf=2(y- )
!

Vértice v= (1, %)e parametro 2p=2P p=1

logo a distancia pedida é g ==
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A expressao

2esen§( +ﬂp 0+ cotgzxﬂtg5

1+1g° X
92

é equivalente a

a) gosx - sen’xpcotgx b) [senx +cos x]tgx

c) geos’ x - senxfjcotg®x d) g- cotg’xpsenx

e) §1+cotg®xf[senx +cosx|

SOLUGCAO DA QUESTAO 17: Alternativa A

é 110 u
2éseng§( +—p 2 cotg?xgig X esengx Bg+ cotg? xu
g8 € 2 g a 2 2g

><tgx >«§I tg

Z

1+1g% % 14192 %
72 72

2 X
COsS” — - sen

X = ==

X
cos? ot sen?

2

N | %

[— cos x + cot gzx] xtgx

N | X

cosx _ €cos? x
Xe—x =

u
5 - COS X(jxsenx =
gsen®x

[cot g%x - cos x] xtgx i

COs X
COS X - sen X %XSGHX

Hcos X - senzx] xcot gx‘
sen®x

m Sejam C uma circunferéncia de raio R>4 e centro (0,0) e
AB uma corda de C . Sabendo que (13) ¢é ponto médio de AB,
entdo uma equacao da reta que contém AB é

a) y+3x-6=0
c) 2y+x-7=0
e) 2y+3x-9=0

b) 3y+x-10=0
d) y+x-4=0

SOLUGCAO DA QUESTAO 18: Alternativa B

Observe o seguinte esquema:

Aol

O ponto M é o ponto médio da corda AB . Logo a reta que passa
por M e pelo centro da circunferéncia (origem), aqui denominada
s, é perpendicular a reta que contém a corda AB, a qual
chamaremos de r. Desta forma, determina-se o coeficiente
p 2 °9xm = b m =1

81- 3

Além disso, temos que o ponto M (1,3) pertence a reta r. Logo a
equacgao de r é dada por:

(x- %) P y-3=- 3

angular de r: m, xm, =

Y- Yo=m (x-1)p -3y+9=x-1

|r: 3y +x- 10=0|

) Uma esfera é colocada no interior de um cone circular reto de
8 cm de altura e de 60° de angulo de vértice. Os pontos de
contato da esfera com a superficie lateral do cone definem uma

circunferéncia e distam 2v3c¢cm do vértice do cone. O volume do
cone nao ocupado pela esfera, em cn? , € igual a

416 480 500
A g P B()g P COTg
512 542
P()7g P E()7g

SOLUCAO DA QUESTAO 19: Alternativa A

Considere a figura abaixo:

Seja P um dos pontos de contato entre a esfera de centro O e o
cone. Do enunciado PV = 2\/§ . Além disso, o triangulo OPV é
retangulo em P. Como OP = R (raio da esfera), temos:

B R 0[R2

Ry
23 3

No triangulo retangulo O’P’V temos O' P'=R' (raio da base

do cone). Assim:
R' - 8V3

tg30°=

tg3oe=— U |R'= 22
8 3
O volume pedido é dado por:
1 8,30 3
V, -V _ = — 8 —p(2) =
cone esfera 3 g 3p ( )
U Vcone - Vesfera :5_12 - %
9 3
U Vcone - Vesfera = %pcma

m Os pontos A=(3,4) e B=(4,3) s&o vértices de um cubo, em que

AB é uma das arestas. A area lateral do octaedro cujos vértices
séo os pontos médios da face do cubo é igual a:

a) V8

b) 3

c)\/ﬁ

d) 4

e)\/ﬁ
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SOLUGAO DA QUESTAO 20: Alternativa C

A(3,4) a B(4,3)
a?=(3-42+(4-32P a’=1+1pP a=42
(Visao frontal)
V2
2
25l
2 2

Cada aresta do octaedro regular € 1 cm.

Logo a érea lateral pedida AL equivale a 8 vezes a area de um
tridngulo equilatero de lado 1 cm.

Entdo A =8X—— 12\/§ A =412

21) s

(x- 9)Jog,... (x* - 26x)|£0.

Seja o conjunto solugdo da inequagéo

Determine o conjunto S°.

SOLUGAO DA QUESTAO 21

Como |IogX+4 (x3 - 26x] 3 0 para qualquer x no qual o logaritmo

esteja definido, o conjunto S pode ser obtido pela intersegéo dos
4 seguintes conjuntos:

x3-26x>0 b -+26 <x<0 ou x>+26

x+4>0 b x>-4

x+411p x1-3

x-9£0 P x£9

2
3

)
)
)
4)

Ou seja,
s={xI IR|-4<x<0 e x* -FE{xI IR|V26<x£9} ()

Os unicos valores possiveis para x em S fora do intervalo
definido em (i) seriam aqueles onde x- 9>0 e x°- 26x=1.

(\/%)3-26\/%:0 9° - 269 =495,

x3 - 26x =1 ocorre para um valor entre 26 e 9.

Como e entdo
Além disso, x®-26x=1 ocorre para mais dois valores entre

- 426 e 0, uma vez que o valor maximo da fungdo x° - 26x

neste intervalo ocorre para x=- 1{? (maximo local obtido
através de 3x2 - 26 =0 ) sendo portanto

.3 ..
e 0 e (0]
260 @ 269 52 [26
§Vs; TEVsg s s

Sendo assim, x°- 26x=1 sb ocorre para valores menores do
que 9, ja computados em (i), o que nos leva a:

|SC :{XT IR|x£-4 ou x=-3 ou 0£Xx£+/26 ou x>9H

aSejam x Yl IRe
X (1+30) + y*(4- 7)-
Identifique e esboce o conjunto
{(xy)l i’Rew£f-13 e Imw£Ed}.

x(2+6i)+y(-16+4i)1 C

SOLUGAO DA QUESTAO 22

O numero complexo w pode ser reescrito como:

w =x*+3x% +4y?- y?i- 2x - 6xi - 16y+4yi
w= 6x+4
iiﬁyﬁ%4iég 444(2)444
Im(w
Temos:
Re(w)£-13
x2+4y?- 2x-16y £-13

X2- 2x+1+4y®- 16y +16 £-13 +1+16

(x-1)+4.(y-2)£4
(x- 1Y :
e +(y-2) £1
A inequagao acima compreende a parte interna de uma elipse com

centro C(1,2), eixo maior igual a 4 e eixo menor igual a 2.
Veja um esbogo dessa regiao:

Ainda:
Im(w) £ 4
3x*- y*-6x+4y £4
3x*- 6x+3- (y?- 4y +4)£4+3- 4

3.(x-1)7-(y-2)°£3
(v-2)

(X - 1)2 - 2
(3)
A inequagdo acima compreende a parte interna de uma hipérbole

com centro C(1,2) e eixo real igual a 2. Vamos determinar as
equagobes das assintotas da hipérbole. Elas sdo dadas por:

£1

+=

b
_a.(x- X)),

onde x, =1, y,=2, a=1e b=\/§.

Y-Yo=
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Entao: . 1

y-2=%J3.(x-1) Invertendo-se:
y=V3x-V3+2 ou y=-3x+3+2 X1+11X2+1 L
Veja um esbogo dessa regigo: Somando-se 2: 2+ 124
x+l %+l

Os pontos de intersecgdo da elipse com a hipérbole podem ser
calculados resolvendo-se o seguinte sistema:

I (X - 1)2 2
|?+(y- 2)" =1

i _ 413 +13 _+3J13+26
! N ) AT a— 13
T(x-1)-

i

Onde:
@ 4413 +13 3,13 +260
13

pZh/13+13 3113 +260

A , T
13 o

. c(12),

13 3 & 13

pE4V13+13 -3/13+260 /13413 -3/13+260
13 7 13 5 13 7 13 5

Seja f 1 IR\{- 1} ® IR definida por
F(x) = 2x+3

Xx+1
a) Mostre que fe injetora.
b) Determine D ={ f (x); xT IR\{- 1} e
f1:D® IR\{- 1.

SOLUCAO DA QUESTAO 23

2x+2+1 _ 2(x+1) N 1

f(x)=
a) (%) X+1 Xx+1 x+1
1
P f(X)=2+—
(x) 1

Sejam X, X, 1 IR\{- T} tais que X ! X,
Somando-se 1: X, +11 X, +1

P )t T(x)

Ouseja f(X) é injetora. (cqd)
b) O que se pede é aimagem de f , ou seja, o dominio de f %,

além da propria 1.

f(x)= 2)("-f,substituindoxpor f'l(x) e f(x) porx:
-1
P X:w),isolando f1(x)
f i (x)+1
b xxf }(x)+x=2f*(x)+3
b (=% "xI IR{Z
X- 2

Eassim|D = IR\{2}

PZA Suponha que a equagao algébrica:

10
o

x'+q ax"+a,=0
n=1

Tenha coeficientes reais ao, a1, ..., a1o tais que as suas onze raizes
sejam todas simples e da forma b +iQ,,, emque b,g,| A e

os J,, n=1,2 ..., 11, formam uma progressé&o aritmética de raz&o

real g 1 0. Considere as trés afirmacdes abaixo e responda se
cada uma delas é, respectivamente, verdadeira ou falsa,

justificando sua resposta:
I.Se b =0, entso a,=0.
Il. Se a10=0, entdo b =0.
I.Se b =0, entdo a;=0.

SOLUGAO DA QUESTAO 24

Como os coeficientes sao todos reais, entao se a + bi
(a, b I R) é raiz, a — bi também sera.

Entdo as 11 raizes serdo da seguinte forma:
(b -ig. e b +ig, ) serdo raizes.
(b-ipeb+ig) serdo raizes.

(b -ig e b + ig ) serdo raizes.

Como existe um numero impar de raizes, entédo gs = 0 e
b também é raiz da equacao (raiz real Unica).

I- Se b = 0, entdo ap, = 0 (Verdadeiro)
Justificativa: Se x = 0 é raiz, entao:

10 )
0+ 3a,0+a;=0U0 ay; =0
n=1

CURSO PRE VESTIBULAR ELITE CURITIBA
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Il — Se a;o = 0, entdo b = 0 (Verdadeiro).

Justificativa: Das relagbes de Girard temos que a soma
das raizes é dada por —a;o, entdo:

(b-ig) + b +ig) + b-ip) +b +ig) + ...
(b +ig) +b =11b = -a,,.

Se a;0 =0, entdo b = 0.

+ (b -ig) +

Il — Se b = 0, entdo a; = 0 (Falso).

Justificativa: O produto das raizes agrupadas 10 a 10 é
igual a - a;. Entdo se b = O temos:

—ar= 0+ g . PP+ . PP+ ) = (2% )
Comog & & O & 0, entédo a; * O.

SOLUGAO DA QUESTAO 26

P Um determinado concurso é realizado em duas etapas. Ao
longo dos ultimos anos, 20% dos candidatos do concurso tém
conseguido na primeira etapa nota superior ou igual a nota minima
necessaria para poder participar da segunda etapa. Se tomarmos
6 candidatos dentre os muitos inscritos, qual é a probabilidade de
no minimo 4 deles conseguirem nota para participar da segunda
etapa?

SOLUCAO DA QUESTAO 25

Pelo enunciado podemos assumir que:

1) Ao escolher uma pessoa aleatoriamente entre os inscritos, a
probabilidade dela vir a obter nota suficiente para participar da
segunda etapa é de 0,20 (baseado nos resultados dos anos
anteriores); e

2) O numero de inscritos é suficientemente grande para que a
escolha de um candidato (ou de até cinco candidatos) n&o altere
a probabilidade de um préximo escolhido passar para a segunda
etapa.

Sendo assim, temos que g 2(0,8)6 ?(0,2)° ¢é a probabilidade de
P g

que exatamente p entre os 6 escolhidos passem para a
segunda etapa.

As poténcias de 0,8 e 0,2 representam o produto das
probabilidades de cada um dos 6 escolhidos passar ou ndo para
a segunda etapa (sendo que exatamente p passardo), enquanto

5
= representa a permutagdo com

P g

repeticdo dos candidatos assim escolhidos.

que o0 numero binomial

Note que 5?2(0,8)6"’(0,2)17 :(0,8+O,2)6 =1, como era de se
p=08P g

esperar. Entre os 6 escolhidos com certeza teremos exatamente
p aprovados para a segunda etapa, com p assumindo qualquer

valor de 0 a 6. Ou, em outras palavras, a probabilidade de termos
exatamente de 0 a 6 aprovados entre os 6 escolhidos é de 100%.
Sendo assim, a probabilidade de termos no minimo 4 aprovados
entre os 6 escolhidos é:

Ef%(o,s)2 (02)* +§6;§(0,8)(0,2)5 +§i§(o,2)6 =

(151024 +6 256 +64)x10"° =
0,01696

H sejam A, BT M, ,(IR) . Mostre as propriedades abaixo:

a) Se AX é a matriz coluna nula, para todo X1 M, (IR),

entdo A é a matriz nula.
b) Se A e B s&o néo nulas e tais que AB ¢ a matriz nula, entdo
det A=detB=0

a) Considere as matrizes Al My ,(IR) e XT My, (IR):

&y 8, 8,0 &y 0
A= éam Ay Apz:€ X= éxmé
a3 8y Aug X319

Se AX é a matriz coluna nula:

@, a, azda;,0 a0
AX=00 (2321 Ay Ay :—gxm i= QO:
(%331 Az, Ay Tﬂgxm P goé

Desse modo, temos o seguinte sistema linear:

18Xy +35,%,, +8;3Xy, =0
! -
1 851Xy F 85X, T 8y5Xg = 0
1 -
1 Q31X +332X21 + A33X3y = 0

A matriz A é fixa e o resultado acima é valido para qualquer
matriz X que seja escolhida. Tomando como possiveis valores de

aéc_') aé)c_') a@t}
X as matrizes 90:, (;1: e QOI, temos:

; &5 515

&6 ia,+a,0+a;,0=0
1)X=g0:p %az1+azz-0+323'0=00 18y =
gog }am +a;,.0+a;,.0=0

®6 ia,0+a,+a;0=0 ia,=0
2)X=$1Ip ta,0+a,+a,0=00 {a,=0
gog 12y 0+a, +a,.0=0 fa,=0

#®6 1a,0+a,0+a,=0 ia,=0
3)X= $0:p }a,0+a,0+a,=00 {a,=0
§1+ﬂ ¥331-0+332-0+333 =0 ¥333 =0

a® 0 06

Desse modo, temos A=% o O:

éo 0 0p

b) Pelo enunciado temos que A e B sdo matrizes ndo-nulas com
AB=0.

Por absurdo, vamos supor que detA ! 0. Nesse caso, a matriz A
é inversivel, e podemos multiplicar pela direita ambos os
membros da equagao acima pela matriz inversa de A. Assim:

AB=0p ATAB=A"00 B=0

Como B! 0 temos um absurdo, de modo que |detA =0

Aplicando o mesmo raciocinio para a matriz B, encontramos que

@e=0]
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1
=c 5 para algum

Sabendo que tg° ge

X +— p_
determine sen x.

610
x| ,—P
7°h

6 g

SOLUGAO DA QUESTAO 27

Separemos a solugdo da equagado na variavel tg(x+ %) em

duas etapas:

Y R e

Desenvolvendo a equagao da primeira etapa utilizando a

igualdade tg (X + %) = %

tgFV \/_/ obtemos: th_S\/G_+—\/2_\/_

Como X é um angulo do primeiro quadrante, podemos construir
um triangulo retangulo auxiliar cujos catetos sdo o numerador e o
denominador da expressao (i), obtendo para a hipotenusa o valor

6\/§,eassim:
_3/2-2J3_3-6
62 6

Desenvolvendo a equacgéo da segunda etapa, de modo anélogo,

- 3/2- 23
C6-46

angulo do primeiro quadrante.
Desta forma concluimos que o Unico valor valido para SENX é o
da expresséo (i), ou seja,

_3-46

6

e lembrando que

(i)

(if)

obtemos tgX = <0, o que é impossivel para um

PX) Dadas a circunferéncia C: (x - 3)> + (y - 1)° =20 e a reta
r: 3x —y + 5 =0, considere a reta t que tangencia C, forma um

angulo de 45° com r e cuja distancia a origem é

Determine uma equacgéo da reta t.

1
m =-2 ou m:E (2)

De (2) podemos dividir a resolugdo em duas partes:

12 Parte) M, = - 2; e 22 Parte)

1%) Com o valorde M, = - 2 substituido em (1) obtemos

lbl=

Como t tangencia a circunferéncia C, entdo a equagdo
(X- 3)2 + (- 2x+b- 1)2 =20 (que nos fornece as
abscissas dos pontos de encontro entre t e C) tera discriminante
nqu (D=0), de onde vem:

2 [4(o- 1)+ 6]x+|(o- 1)?- 12]=0,com D=0
[4(b-1)+6] - 456{(b- 17 - 11]=0
(b- 1?- 12(b- 1)- 64=0
b=170ub=-3 (4

De (3) e (4) vem: b=-3 P m é uma equagao

para t. (Nota-se que o problema pode terminar por aqui, pois o
enunciado pede uma equagdo, e ndo todas as equacgdes
possiveis).

23) m —1
2
Procedendo de forma analoga a primeira parte, obtemos:
' 2
| )
i(b- 1)° +3(b- 1)- 9741:
|

0 que representa um sistema sem solugéo.

Desta forma a unica reta t possivel é a de equagéo

SOLUCAO DA QUESTAO 28

Seja a reta t procurada da forma Yy =M X+ b.

Interessa-nos encontrar M, e b.

Com a informagdo sobre a distancia entre a reta t e a origem
podemos inferir que:

b | a5
e +1]

Como a reta t forma um angulo de 45° com a reta r, entdo a
diferenca entre os angulos que elas formam com o eixo x (em
modulo) é igual a 45°, e entdo:

m- m
1+m m,

de onde concluimos que

(1)

tg45° =1= ,com M =3,

y+2x+3=0|

mCon&dere asnretas r.:y=mx+10, i=12,.
em ordem crescente de i,

nn3 5, em que
os coeficientes m,, formam uma
progressao aritmética de razdo ¢>0. Se m,=0 e a reta r,
tangencia a circunferéncia de equagdo x?+y? =25, determine o

valorde q.

SOLUGAO DA QUESTAO 29

Como r; tangencia a circunferéncia x?+y? =25, entdo a

equagdo x2 +(m5x+10)2 =25 (cujas solugbes representam as
abscissas da intersecdo entre a reta e a circunferéncia) tem
discriminante nulo (D=0).

Reescrevendo a equacao, temos: (1 + m§ )x2 +20myx+75=0, e
assim, para D=0:

(20mg ) - 4><(1+m§)x75 =0 b mi=3

Como m; =0 e q>0,temos que mz; >0 b my :\/5_

Além disso, ms; =m, +4q = 4q

V3

4

\ g
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A razédo entre a area lateral e a area da base octogonal de

uma piramide regular é igual a /5. Exprima o volume desta
piramide em termos da medida a do ap6tema da base.

SOLUCAO DA QUESTAO 30

Vamos usar a seguinte piramide octogonal regular como referéncia:
%

I
m
(28

O volume solicitado € VpramiDE = %.AB.H, onde Ag é a area do
octégono que forma a base da piramide e H a altura da piramide.

Por hipétese, % =J5b A, =v5A5(l);
B
A area lateral é 8 vezes a area do triangulo que forma a face

lateral. Assim, A =8 %.I.h =4.L.h, onde | ¢é o lado do octégono

da base e h é a altura desse tridngulo.
A é&rea da base é a area do octégono, que é 8 vezes a area do
triangulo ABO, da figura.

Assim, Ag= 8.%.I.a =4al (ll);

Portanto, 4xI xh=+/5 x4 xa xI b h=+5 xa (ll);
Usando Pltagoras no trlangulo VOM, temos:
h?= H> + a’ p H? . Substituindo (Ill) no resultado
encontrado, vem:
H?=4a® b H=2a (IV);
Para calcular a area da base usamos o angulo MéB , dado por:

360°
mds=" /8 22,5°
2
No triangulo MOB, temos: tg22,5° = 2—'3 .

1- cosx

X0 _ )
Sabendo que tggE;— T+ cosx , temos que:
2
o2 5oe 1700845 _ 1'2:\/2-J§ 2-&2\/(2-J§)Z
9% 1+ cos45° 1+£ 2+J2°2- 2 2
2
fiaf - 29
cW2/ -v2= 2
Logo, tg22,5° = || & 5 g - 2(‘/52' V21
Com isso, temos:
1=2a. (72 - 1) (V).
Portanto:
VPIRAMIDE =
1
%.AB H= % 4a2a(\/§- 1)2a: §6a3(\/§- 1)_
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